
  جمع حاصل                      
  
  
  

تواند بر اساس   است، زمان اجراي آن ميfor يا whileوقتي الگوريتمي شامل ساختار كنترل تكراري مثل حلقه 
 2- 2به عنوان مثال، در بخش . شده در هر اجراي بدنه حلقه بيان شود هاي مصرف زمان) جمع حاصل(مجموع 

كردن زمان  با جمع.  نياز داردjسازي درج، در بدترين حالت به زمان متناسب با   امُين تكرار مرتبjديديم كه 
  :آوريم جمع زير را به دست مي شده در هر تكرار، حاصل مصرف

  
  

n)2ارزيابي اين مجموع، در بدترين حالت زمان اجراي الگوريتم، منجر به كران )Θاين مثال اهميت . شود  مي
  .دهد نگي دستكاري و محدودكردن مجموع را نشان ميدرك چگو

هاي  تكنيك 2 –بخش الف . دهد ها را نشان مي جمع  چندين فرمول اساسيِ حاوي حاصل1 –بخش الف 
شوند،  ، بدون اثبات ارائه مي1 –ها در بخش الف  فرمول. كند ها ارائه مي جمع مفيدي را براي محدودكردن حاصل

  .هاي آن بخش را شرح دهد  ارائه شد تا روش2 –ا در بخش الف ه گرچه اثبات بعضي از آن

  ها جمع هاي حاصل خواص و فرمول      1-   الف
1با توجه به دنباله 2a ,a 1 از اعداد، مجموع متناهي ..., 2 na a ... a+ + تواند   صحيح نامنفي است، ميn، كه در آن +

  :به صورت زير نوشته شود
  

  
تعريف است، و  هاي متناهي، هميشه خوش مقدار سري. شود جمع، صفر تعريف مي  ، مقدار حاصلn = 0اگر 

  .توانند به هر ترتيبي جمع شوند جملات آن مي
1با توجه به دنباله  2a ,a 1 از اعداد، مجموع نامتناهي ..., 2a a ...+   : نوشته شودتواند به صورت زير  مي+

  

  :شود كه به صورت زير تفسير مي
  

  

 پيوست
 الف
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kk 1
a∞

=∑
kk 1

| a |∞

=∑

هاي همگرا هميشه  جملات سري.  هستند2 هستند، وگرنه همگرا1واگراها   وجود نداشته باشد، سريكراناگر 
كه  را،             ، يعني سريهاي همگراي مطلق سريتوان جملات  اما، مي. توانند به هر ترتيبي جمع شوند نمي

  . جمع كرد،همگرا استهاي                نيز  براي آن سري
  بودن خطي

1 و هر دنباله cبراي هر عدد حقيقي  2 na ,a ,...,a 1 و 2 nb ,b ,...,bداريم ، :  
  

  
  .دنك هاي همگراي نامتناهي پيروي مي بودن نيز از سري خاصيت خطي

. شودهاي موجود در نمادگذاري مجانبي استفاده  جمع تواند براي دستكاري حاصل بودن مي خاصيت خطي
  :مثال زير را ببينيد

  
  

اين نوع دستكاري . شود  اعِمال ميn ، ولي در سمت راست به k در سمت چپ، به متغير Θدر اين معادله، نماد
  .هاي همگراي نامتناهي نيز اِعمال شود تواند به سري مي

  بيهاي حسا سري
  :جمع زير را درنظربگيريد حاصل

  

  : است و مقدارش به صورت زير استسري حسابياين سري، يك 

  )1-الف(
  )2-الف(

  مجموع مربعات و مكعبات
  :مجموع مربعات و مكعبات زير را داريم

  )3-الف(

  )4-الف(
  

  هاي هندسي سري
xبراي عدد حقيقي    :نظربگيريدجمع زير را در  ، حاصل≠1

  

_____________________________________________________________ 
1. diverge          2. converge  
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  : است و مقدار آن برابر است باسري نمايي يا سري هندسيجمع،  اين حاصل

  )5-الف(

  : ، سري نزولي نامتناهي زير را داريمx| < 1|وقتي مجموع، نامتناهي باشد و 

  )6-الف(

  هاي هارمونيك سري
  : اُم برابر است باn 1عدد هارمونيك ، nبراي مقادير صحيح مثبت 

  
  
  

  )7-الف(
  ). اثبات خواهيم كرد2 –اين فرمول را در بخش الف (

  گيري گيري و مشتق هاي انتگرال سري
به عنوان مثال، . هاي فوق به دست آيد گيري از فرمول گيري و مشتق تواند از طريق انتگرال هاي ديگري مي فرمول

  :م داشت ، خواهيxو ضرب در ) 6-الف (هاي هندسي نامتناهي  گيري از طرفين سري با مشتق

  )8-الف(

  سري ادغامي
0براي هر دنباله  1 na ,a ,...,aداريم :  

  )9-الف(

1زيرا هر جمله  2 n 1a ,a ,...,a . استگوييم، اين مجموع، ادغامي  مي. شود  دقيقاً يك بار اضافه و يك بار تفريق مي−
  :به طور مشابه، داريم

  

  :ي، سري زير را درنظربگيريدبه عنوان مثالي از مجموع ادغام
  

  
  :چون هر جمله را به صورت زير بازنويسي كرديم

_____________________________________________________________ 
1. harmonic number  
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  :خواهيم داشت

  
  
  

  ها حاصلضرب
1حاصلضرب متناهي  2 na a ...aتواند به صورت زير نوشته شود  مي:  

  
  

تفاده از خاصيت توان فرمول حاوي ضرب را با اس مي. شود  ، مقدار حاصلضرب، يك تعريف ميn = 0اگر 
  :تبديل كرد) مجموع(جمع  هماني زير، به حاصل

  
  

  1 -هاي بخش الف  تمرين
  .اي براي                        بيابيد فرمول ساده: 1-1- الفتمرين
  ونيك را دستكاري براي اين كار، سري هارم. نشان دهيد كه                                                       : 2-1- الفتمرين

  .                        كنيد
  . ، نشان دهيد كه                                                     x| < 1| > 0براي : 3-1- الفتمرين
  .نشان دهيد كه                                   : 4-1- الفتمرين
  .           را ارزيابي كنيدمجموع                   : 5-1- الفتمرين
  .جمع، ثابت كنيد                                                          بودن حاصل با استفاده از خاصيت خطي: 6-1- الفتمرين
  .حاصلضرب                    را ارزيابي كنيد: 7-1- الفتمرين
  .       را ارزيابي كنيدحاصلضرب                     : 8-1- الفتمرين

  ها جمع محدودكردن حاصل      2-   الف
كنند،  ها را توصيف مي هاي اجراي الگوريتم هايي كه زمان جمع  حاصل1هاي مختلفي براي محدودكردن تكنيك

  .وجود دارد
  استقراي رياضي

كنيم كه سري حسابي  ت ميبه عنوان مثال، ثاب. ترين روش ارزيابي سري، استفاده از استقراي رياضي است اصلي
n
k 1

k
1 ، به ∑=

2 n(n كنيم، و سپس فرض   بررسي ميn = 1اين فرمول را به آساني براي . شود  ارزيابي مي+(1
  :داريم.  نيز برقرار استn + 1كنيم براي   برقرار است و ثابت ميnكند براي  سازيم كه بيان مي استقرا مي

_____________________________________________________________ 
1. bounding  
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تواند براي  استقرا مي. جمع را حدس بزنيم به منظور استفاده از استقراي رياضي، لازم نيست مقدار دقيق حاصل
nدهيم كه سري هندسي  به عنوان مثال، نشان مي. نيز به كار رود ها دادن كران نشان k

k 0
3

 برابر است با ∑=
nO(3 nكنيم كه   ، اثبات ميcور خاص، براي ثابت به ط. ( k n

k 0
3 c3

=
 تا زماني كه n = 0براي شرط اوليه . ∑≥

c 0 است، داريم ≤1 k
k 0

3 1 c
=

=  n + 1كنيم براي   برقرار است، ثابت ميn براي ها كرانكه اين  با فرض اين. ∑≥
1/3)ني كه تا زما. برقرار است 1/ c) 1+ c يا معادل آن، ≥ 3/   :، داريم≤2

  
  
  
  
  

كنيم، بايد دقت كافي به خرج   از طريق استقرا استفاده ميها كرانوقتي از نمادگذاري مجانبي براي اثبات 
nاثبات نادرست . دهيم

k 1
k O(n)

=
1يقيناً، . رنظربگيريد را كه در زير آمده است د∑=

k 1
k O(1)

=
با توجه  . ∑=

  :كنيم  اثبات ميn + 1 ، آن را براي n مربوط به كرانبه 
  

  
  

نشان . كند ودر نتيجه، ثابت نيست  رشد ميn، با " بزرگ"Oشده در نمادگذاري   مخفي"ثابت"كه  است اشكال اين
  .دكن  كار مي هاnنداديم كه آن ثابت براي تمام 

  محدودكردن جملات
ي سري به دست آيد، و معمولاً  تواند با محدودكردن هر جمله  بالاي خوب مربوط به سري، ميكرانگاهي، 

 روي سري يع بالاي سركرانبه عنوان مثال، . ترين جمله براي محدودكردن بقيه كافي است محدودكردن بزرگ
  :، به صورت زير است)1 –الف(حسابي 

  
  

nاي سري به طور كلي، بر
kk 1

a
max ، اگر قرار دهيم ∑= 1 k n ka max a≤   : ، آنگاه داريم=≥
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ترين  بزرگ سري توسط ي وقتي سري بتواند توسط يك سري هندسي محدود شود، تكنيك محدودكردن هر جمله
n با توجه به سري .جمله، روش ضعيفي است

kk 0
a

k، فرض كنيد براي تمام ∑= k داريم≤0 1 ka / a r+ ، كه ≥
k تواند توسط سري هندسي نزولي نامتناهي محدود شود، زيرا اين مجموع مي.  ثابت  استr < 1 > 0در آن 

k 0a a r≤ و ،
  :در نتيجه داريم

  
  
  
  
  

kدودكردن مجموع توان اين روش را براي مح مي
k 1

(k / 3 )∞

 ، k = 0به منظور شروع مجموع در .  استفاده كرد∑=
kآن را به صورت  1

k 0
((k 1) / 3 )∞ +

=
a)0جمله اول . كنيم  بازنويسي مي∑+  (r) است، و نسبت 1/3 برابر (

kجملات متوالي، براي    :به صورت زير است ≤0
  

  
  

  :بنابراين، داريم
  

  
  
  

 است و 1دادن اين نكته است كه نسبت جملات متوالي كمتر از  اشكال متداول در اين روش، نشان
اي از آن، سري هارمونيك نامتناهي  نمونه. شود سپس فرض كرد كه مجموع توسط سري هندسي محدود مي

  :است، كه واگرا است، زيرا داريم
  

  
  

 است، اما اين سري توسط سري k / (k + 1) < 1 امُين جمله در اين سري، برابر با k امُين و (k + 1)نسبت 
 r < 1 يك سري توسط سري هندسي، بايد نشان دهيم كه يك براي محدودكردن. شود هندسي نزولي محدود نمي

در سري .  بيشتر نيستrز هاي جملات متوالي هرگز ا وجود دارد، كه ثابت است، به طوري كه نسبت تمام جفت
  .شود  نزديك مي1 وجود ندارد، زيرا نسبت خيلي به rهارمونيك، چنين 
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  1ها جمع افراز حاصل
هاي دشوار، بيان سري به صورت مجموع دو يا چند سري  جمع  روي حاصلها كرانيك روش به دست آوردن 

به عنوان مثال، فرض كنيد سعي . ي انديس و سپس محدودكردن هر سري حاصل است از طريق افراز بازه
n پاييني روي سري حسابي كرانكنيم  مي

k 1
k

.  است2n بالاي آن كران پيدا كنيم، كه قبلاً نشان داده شد كه ∑=
 جمله ترين جمله محدود كنيم، اما چون آن جمع را توسط كوچك است سعي كنيم هر جمله در حاصل ممكن

  . است2n بالاي كرانآوريم، كه خيلي دور از  جمع به دست مي  را براي حاصلn پاييني روي كرانيك است، 
براي سهولت فرض . توانيم به دست آوريم  پايين بهتري را ميكرانجمع را افراز كنيم،  اگر ابتدا حاصل

  :مجانبي است) دقيق( تنگ كران زير، كران                ،         چون داريم .  زوج استnكنيد كه 
  

  
  
  
  
  

كنيم و تعداد  جمع را افراز مي آيد، معمولاً، حاصل جمعي كه از تحليل الگوريتم به دست مي براي حاصل
 در kaشود كه هر جمله  معمولاً اين تكنيك وقتي اِعمال مي. گيريم ثابتي از جملات اوليه را درنظرنمي

nجمع  حاصل
kk 0

a
0kسپس براي هر ثابت .  باشدn، مستقل از  ∑=   :توان نوشت ، مي<0

  
  
  
  

هاي  سپس با استفاده از روش. ها نيز ثابت است اند و تعداد آن جمع، ثابت زيرا تمام جملات اوليه اين حاصل
توان  ديگر مي

0

n
kk k

a
به عنوان . شود هاي نامتناهي نيز اِعمال مي جمع اين تكنيك به حاصل.  را محدود كرد∑=

  :جمع زير  بالاي مجانبي روي حاصلكرانمثال، براي يافتن 
  

  
kشود كه اگر  مشاهده مي   : باشد، نسبت جملات متوالي عبارت است از≤3

  
  
  

  :تواند به صورت زير افراز شود جمع مي ن، حاصلبنابراي
_____________________________________________________________ 

1. splitting summations 
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  .جمع دوم يك سري هندسي نزولي است جمع داراي تعداد جملات ثابتي است و حاصل زيرا اولين حاصل
. هاي دشوارتر به كار رود  مجانبي در وضعيتهاي كرانتواند براي تعيين  جمع مي تكنيك افراز حاصل

  ):7 –الف ( را روي سري هارمونيك به دست آورد O(lg n) كرانتوان  به عنوان مثال، مي
  

  
lg به n تا 1ي  ايده، افراز بازه n 1+⎢ ⎥⎣ هر تكه شامل جملاتي .  است1 بالاي هر تكه با مقدار كران تكه و تعيين ⎦

/i1است كه در  iرود، و شود و به سمت بالا مي  شروع مي2 11/ 2   :گيرد، و در نتيجه خواهيم داشت  را دربرنمي+
  

  
  
  
  
  

  )10-الف(

  ها انتگرال) تخمين(تقريب 
nجمع بتواند به صورت  وقتي حاصل

k m
f (k)

توان آن را   تابع يكنواخت صعودي باشد، ميf(k) بيان شود كه ∑=
  :با انتگرال تخمين زد

  )11-الف(

ها در شكل نمايش داده  جمع به صورت مساحت مستطيل حاصل.  توجيه شده است1- در شكل الفاين تقريب 
توان از روش   تابع يكنواخت نزولي است، ميf(k)وقتي . دار زير منحني است شوند، و انتگرال، ناحيه سايه مي

  : استفاده كردهاي كرانمشابهي براي تعيين 

  )12-الف(

  : پايين، داريمكرانبراي . دهد  اُمين عدد هارمونيك ارائه ميnن دقيقي را براي ، تخمي)12-الف(تقريب انتگرال 
  
  )13-الف(
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n      تقريب 1 –شكل الف 

k m
f (k)

   مستطيل نشان داده شده است، ومساحت هر مستطيل در داخل . به وسيله انتگرال ∑=
دار زير منحني نشان  انتگرال توسط ناحيه سايه. دهد جمع را نشان مي  حاصلكل مساحت مستطيل، مقدار

، خواهيم داشت                                                و سپس )الف(ها در  با  مقايسه مساحت. داده شده است
                                   .             داشتخواهيم) ب(با انتقال مستطيل به اندازه يك واحد به سمت راست، در 

  :آوريم  بالا، نامساوي زير را به دست ميكرانبراي 
  

  
  

  :دهد  زير را ارائه ميكرانكه 

  )14-الف(
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n

k 1
1/ k

=∑

  2 -هاي بخش الف  تمرين

nنشان دهيد كه : 1-2- الفتمرين 2
k 1

1/ k
  . با يك ثابت، از بالا محدود شد∑=

  :جمع زير به دست آوريد الاي مجانبي را روي حاصل بكران: 2-2- الفتمرين
  
  

lg) اُم هارمونيك برابر است با nجمع، نشان دهيد كه عدد  از طريق افراز حاصل: 3-2- الفتمرين n)Ω.   
nتقريب : 4-2- الفتمرين 3

k 1
k

  . را با انتگرال به دست آوريد∑=
  به طور ) 2-الف( اُمين عدد هارمونيك از تقريب انتگرال n بالا روي كرانچرا براي به دست آوردن : 5-2- الفتمرين

  كنيم؟                           مستقيم روي                 استفاده نمي

  ها مسئله      3-   الف
  .جمع  حاصلهاي كرانتعيين    :  1-الفمسئله   

rفرض كنيد . هاي زير مشخص كنيد جمع ي حاصل دقيق مجانبي را براهاي كران s و ≤0   .اند  ثابت≤0

  .الف

  .ب

  .پ


